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SUMÁRIO 
Estudo de sistemas de um grau de liberdade oom variação 
de massa linear oom o terrp:>, considerando qU: ela se dê ou não na vel~ 
cidade do I1Dvirrento. Indicação para caso mais geral. Estudo de vibra -
ções longitudinais de barras oom massa unifonnenente variável, linear 
oom o terrp:> e oom uma variação "step" ao longo de seu ei:xo dependente 
do terrp:>; solução proposta. Estudo analÍtico de uma viga oom massa va-
riada num certo trecho sem alteração da inércia. Indicação da solução 
nurrérica. Discussão das dificuldades encontradas. 
1. 
I. INTRODUÇÃO 
Ao oonsiderar o problema de massa variável em siste-
mas de um grau de liberdade intuirros um arrortecirrento para um aurrento de 
massa. Êste trabalho nasceu da tentativa de estudo do rresrro fenômeno em 
rreios elâstioos. Caro não encontrarros bibliografia que abordasse extensi-
varrente o prirreiro caso nós lhe dedicarros dois capítulos, no prirreiro 
dos quais foi feito um estudo extensivo dos tipos de variação de massa , 
discreta ou contínua, inicialrrente para um caso linear. Partirros de um 
corpo base que definirros cano sendo o recipiente vazio no caso de acrésc!_ 
ll'O de massa ou o ·recipiente cheio para·quando houver diminuição da massa 
e é estudada a variação de massa CXJm ou sem variação da energia envolvida 
no processo. No segundo capítulo é feita ligeira generalização da lei de 
variação e indicação para casos mais canplexos. Podell'Os já chamar a aten-
ção sÔbre os bons re=sos que o corrputador analÓgioo fornece para a sol~ 
ção dêste tipo de problema. 
Para sistemas elásticos foi nossa intenção verificar 
a aplicabilidade das fonnulações de sistemas oontínuos e daÍ não tentar -
ll'OS construir um ll'Odêlo do tipo "lunped mass'\ Na bibliografia indicada 
( l. ) êsse método é usado para uma carga passante de formato triangular 
(sem oonsiderar variação de massa) • 
CronolÕgicarrente o prirreiro caso elâstioo oonsidera-
do foi o da viga biapoiada, ll'Odêlo sirrplificado de urna ponte, sujeita à 
passagem = velocidade v de uma carga distribuída, suave, constante e ~ 
finita. Essa carga no ll'OVirrento vertical apresentará uma certa inércia e 
além disso ao se deslocar sÔbre a viga leva a velocidade que tem num pon-
to '1. para um ponto x1 + l:::. x que, ao oonsiderarll'Os a viga, têem velocid~ 
des v(x1) e v(x1 + ./:J. x), seja v(x1 + l\.x) > v(',_ ) ; então a carga = que 
freia o ll'Ovirrento, ou seja, age = um anortecirrento. Quisell'Os de início 
faz.er um estudo totalrrente numérico do caso e a fim de nos familiarizar-
ll'Os com os novos terll'Os que surgem na equação, levall'OS em oonta de início 
2. 
apenas a inércia da massa, sem ccnsiderar o efeito de arrortecinento int~ 
duzido. Introduzirros então as equações e soluções para o caso (cap. V) e 
descrevenos de nodo detalhado, em apêndice, a parte nurrÉrica feita. Corro 
será posteriomente detalhado, a viga foi dividida em trechos, a carga a-
plicada de um nodo constante e atuando durante um tempo equivalente ao 
deslocamento do trem de carga do irÚcio até o fim dêste trecho. A condição 
da viga neste instante serve de condição inicial para o estudo do próxino 
trecho. Os resultados obtidos não fazem parte dêste trabalho já que o pr!:'._ 
cesso não teve o êxito esperado e será correntado e criticado em apêndice. 
Poderros adiantar todavia, que urra das maiores dificuldades encontradas 
foi devido ã falta de convergência das condições iniciais na série que dá 
a resposta da viga pelo rrétodo da análise m:xJ.al. 
É pois desta aproximação por trechos que tem origem 
a segunda parte dêste trabalho, estudando os nodos e a resposta de urra "!_ 
ga com variação de massa e sem variação de inércia. Não levanos avante o 
processo em parte devido ã urgência de apresentação dêste trabalho e da 
norosidade do serviço de computação envolvida ·ao se ccnsiderar séries com 
núrrero senpre crescente de tenros e se verificar a denora da convergência. 
Desaconselhanos o enprêgo dêste rrétodo para a solução do problema, embora 
pens=s em futuro próxirro, estudar novamente sua viabilidade. 
Voltarros nossa atenção ã solução teórica direta doca 
somas para tratar de algo mais sinples no que diz respeito ã equação do 
rrovirrento tomarros a vibração longitudinal de barras . Procuramos para ela 
trazer o problerra da viga e daí decorre a idealização mais ou rrenos força 
da que é feita no capftulo IV (4.3). Nosso objetivo foi o de nos familia~ 
rizanros com o manuseio das equações de rrovirrento para casos de massa va-
riável, trabalhando com algo mais sirrples do que a equação de 4~ ordem da 
viga. Desta .vez o nosso desenvolvirrento foi purarrente anaütico, consi-
derarros sÕrrente o arrortecinento introduzido pelo acréscirro de massa e não 
sua inércia (suposto possfvel para pequenos valores de variação de massa 
face ao corpo base) e pioponos uma solução por aproximações sucessivas, 
rrétodo serrelhante ao das perturbações. 
3. 
Limitano-nos no entanto à apresentação de um caminho, 
que provàvelrrente será possfvel também quando existir o tenro de inércia 
da variação de massa. A verificação da aproxinação por nÉtodo nurrérico e 
sua extrapolação para o caso de vigas poderá ser objeto de trabalho futu 
ro. 
Para introduzir a vibração longitudinal é citado um 
artigo de L. Meirovitch, ref. 5, no qual é estudado êste problema em fo-
guetes, acoplado =n vibrações transversais, onde a variação de massa pro 
vêm da queima do canbustfvel. Todavia nêle é feita a si.nplificação da que!_ 
ma unifonre en todo o foguete segundo urna variação linear no tenp:>. Esta 
limitação talvez possa ser eliminada seguindo o processo proposto. 
CAP f TU LO II 
SISTEMA.5 DE U1 GRAU DE LIBERDADE (l)M VARIAÇÃO DE MA.5SA LINEAR (l)M O TEMPO 
2.1 - GENERALIDADES 
Representel!Os a variação de massa por: 
m(t) 
. 
= m + mt o 
onde m
0 
é a massa do corpo base, ou seja, do corpo na situação t = O, em 
pode ser positivo ou negativo. 




que todavia resulta incompleto pois não contém infonnação SÔbre caro va -
ria a massa, energeticamente falando. 
4. 
Será Útil aos nossos raciocínios posteriores o estudo da equação ~ 
ral 
2 
'm('I:) d:x + e. 
. d..t' 
d.x -1- 1:1. X ~ 0 
d.t 
, x lo) , x (o) 
se escrevernos w ., "" J:L 
'n'lo 
frequência natural do corpo base, 
-e 
então 2 
(1.+ o..t) d.'x 
clt' 
+ e ' d.x 
d.t 
onde chamarenos 1ó=i+o..t. 
equação de Bessel cuja solução: 
?. + w.., )( -= o 
, obtendo 




onde c1 , c2 são obtidos pelas oondiçôes iniciais de posição e velocidade. 
(Observe-se que o anortecirrento função de velocidade influe apenas na or-
dem das funções de Bessel e no eJ<pOente do tenro (1 + at) diminuindo-os 
para valores crescentes de c'). 
Esta equação tem dois valores interessantes de serem examinados. 
Considerando c' = a/2, então 
2.3 
6. 
Solução hanrônica de arrplitude constante e frequência variável de~ 
to a ponto. 
Se tomaDros pois tnn anortecirrento menor, c' = O, por exemplo, tererros 
oscilações de anplitude crescente para a:,, O (acréscino de massa). 
Outro anortecirrento interessante é c' = a em que a solução se torna 
Bessel puro: 
2. 2 - VARIAÇÃO DE MASSA SEM VEWCIDADE 
Pode-se variar a massa do oscilador introduzindo ou retirando massa 
sem velocidade. Dois nodêlos podem ser imaginados: 




ou tnna bandeja na qual é queimado detenninado oorrbustível. 
A equação que rege o rrovirrento do sistema pode ser derivada de diveE_ 
sas maneiras, mas para que nos familiarizerros com o fenômeno varres estudar 
certos casos especiais. 
Suponharros que a variação de massa se dê de rrodo instantâneo nos po~ 
tos de velocidade nula, ou seja, nas JX)sições extremas de nodo que a so 
lução da equação do llDvirrento passa de 
para 
o que para um b. rn > O acarreta diminuição da frequência ele vibração, 
mantendo-se a amplitude. 
Nos pontos de velocidade máxima (I1Dla sem energia acumulada): a s~ 
lução da equação do I1Dvirrento é 
X =-
A massa varia e a velocidade x
0 
também: um sistema de massa rn , 
7. 
a oscilar, ao receber um 6. rn nessa JX)sição ele velocidade máxima altera 
sua velocidade instantâneamente de nodo a não !lDdificar sua quantidade 
de !lDvirrento. Terros duas variações simultâneas do tipó "step" ou degrau. 
. , 
A nova velocidade e x' = i<. ( tJ . r 'm. \ 
0 
' \m,+/)>m} 
onde i'.c(t;) é a 
velocidade no instante da variação de massa. 
X 
Há JX)is um decrésci!1D de amplitude para b. rn > O e também um abai 
xarrento da frequência. 
Varrns agora derivar a equação do I1Dvirrento para uma variação contí 
8. 
nua de reassa através da equação ae Lagrange. Torrando o oscilador e ore-
cipiente do fluido cono um sisterra, interessa-nos aêle a parcela de eneE 
gia que influi no novinento horizontal: 
Energia potencial annazenada na nola V't. = ;x~ 
Energia cinética T _ vn(t). ><z. " - 2. 
can d. õT -- --
d.t dl<. 
i)T +- '?JV . :. O 
vx ~){ obtenos 
m(.l)x + cl.....,l-\.) x + b.x =- o 
d. t Z.5 
Podenos derivar a mesma equação sÍillJlesnente pelo conceito de quan-
tidade de novinento de um sisterra 
cl.Q = F 
d. t 
então .A. l vn lt). i< j : - 't>_x 
d.t 
Q - quantidade de novinento 
F - fôrças externas 
ou m(t) >< + d.m ic. + k.x = o 
d.t 
Ora esta equação corresponde ao caso c' =a, ou seja, sua solução é 2.4, 
portanto anortecida (~ > O) e de frequência variável. 
Convém nesse ponto do trabalho discutir uma aproximação possível p~ 
ra valores de (m. t) desprezíveis face a m e que viria a ter maior interês 
o -
se ao examinamos sisterras contínuos de desenvolvinento mais liXlllplicado. 
Desprezando m.t no tenro. de inércia terem:>s: 
na oonvenção já adotada: 
e a solução 
. ~ 
X + O..X + Wv, X -: 0 
2.7 
oom oondições iniciais de deslocarrento e velocidade para a determinação 
de c1 e c2 . 
Tenos pois uma variante ao nosso processo de solução de problemas 
de massa variável oom introdução /retirada de massa sem velocidade. 
que 
Façarros uma corrparação entre as soluções 2.4 e 2.7. f neoessário 
a << 1 e seja .J"L ::. ~""'" 
Q., 
então 2.4 
pode ser e:xpandido assintõticarrente para argurrento rrruito grande 
X= 
4 
i [ (' 1 c.o~(.n_y1 ... o.t - 7"/4) + c.'2. Se.,.,,,(.f\.Vqo:\. _11"At)} 
V1.+o.t 
corro o terrpo não ass1.11Te valores rrruitc grandes 
1+Yz.(o.t) 
9. 
e a e,q:,ressão pode ser transfonnada em 
ou 
x(-1:) = __ 1. -
l-1-'/4(0.t) 
X(-\:) =- __ i._ 
1. .\- o.t 
~ 
Em 2.7 pode se ter e 
caro se pode verificar nurrericarrente para valores pequenos de a 
(a "' 1 %) terros uma diferença entre .L e e:tt da cr-
i. o..t. +T 
dem de 2%. Todavia corro era de esperar, os valores de arrortecinento 
são extremamente pequenos e o caso se torna mais interessante para vaie_ 
res de a crescentes e do cálculo do desvio entre os resultados com vis-
tas a Ulll3. possível aplicação em casos mais corrplicados de sistemas con-
tínuos. 
2. 3 - VARIAÇN) DE Mll.5SA illM VELOCIDADE 
10. 
Seja um sistema tal que a massa que lhe é acrescida/retirada o faz 
na velocidade do oorpo naquele instante. Dnaginemos caro rrodêlo uma ban-
deja que cheia de um fluido qualquer (areia p.ex.) o perde através de o-
rifício inferior. 
hio4mt 
;,i------ V v' '-' >-----j ::. ·: '-.':-._.Jj 




Considererros todavia no raciocínio que se segue, confonre os casos 
anteriores, acréscino de massa,bastando ao estudar o caso da figura, a'tlri 
buir sinal conveniente onde necessário. 
Varres induzir a equação do I!Dvirrento através de casos discretos on-
de em instantes de terrpo bem definidos tererros acresci= de certa porção 
de massa. 
Num dado instante t 1 a equaçao que rege o fenê:mmo é 
, pelo equi!Íbrio das fôrças. 
Se apÓs um instante f..t há introdução de massa 11m no sistema, a 
equaçao passa a ser 
válida a partir de ti +t;t e can 
condições iniciais x(ti + C\t), x(tl + t.t) da equação anterior. 
Concluil!Os que a equação dêsse I!Dvirrento é 
'2..6 
com condições iniciais x(O) e x(O). 
Considerando m(t) = mt podel!Os aplicar a solução anterior com c=O 
ou seja, sem al!Ortecimento, obtendo 
que atribui.das condições iniciais pode ser escrita 
para e 1-lo) ~o seja ?.w.,, :e .IL 
o.. 
x(t):. ><o ~1.-Hi:t. 1oül)Yi(n~:1+c.t > -Yc,(n.)1JrL~) 
\,1..n.)Y1.(n')-11(n.)Yo(n) 
para x lo) :. o e x(o) =l.10 
Yt (n) Jt(n.~ ') - ':!1. ln.1'/ilrL~) 
1º(.n.') Y1.(n 1 - :\/n.) X. (.n.) 
12. 
2.B. 
Tererros pois um rrovimento que de acordo can nossos raciocínios an-
teriores é anortecido para a < O ; para a> O as oscilações têm ampli-
tudes crescentes. Neste Últirro caso, = um anortecinento conveniente 
(c' = a/2) podenos obter um rrovirrento hanrônico. 
2.4 - VARIAçjiD DE MASSA EM O)RJ?OS QUE OSCILAM SOB N;jiD DA GRAVIDAIE 
a) Massa Varia na Velocidade do Corpo: 
Novamente varres principiar o nosso estudo inaginando casos de varia-
ção discreta de massas • 
13. 
Suponhanos um corpo de massa m
0 
em repouso SÔbre o qual cai de uma 
altura h uma partÍcula de massa 6. m. A equação do rnovirrento pode ser de-
terminada pela oonservação da energia do sistema das duas massas e mola 
I~o _!_' • ,º-~-----r 1 1 1 1 
..L ______ _! 
oom oondições iniciais: 
2. (o) ::: i::.l'Yl.g (1 + v1 + 2.. b.% ) 
~ l:.m.13 
i(o) 
onde z é a ordenada contada a partir da posição de deslocarrento mãxirno (ve-
locidade nula) do sistema apÓs o di.oque e y é contada a partir da posição 
de equilÍbrio do corpo base. Teiros y = z - z e substituindo o 
j(O) :. 0 
~----
~(o): J 
PassBTOs a considerar o caso em que a partícula é oolocada sÔbre a~ 
sa, ou seja, cai de altura h = O, o ~ transfonna as condiçÕes iniciais em 
14. 
1:1 lo) = o e S lo) =- a 
A solução desta equação é 
'J l-\:.) = 
Urra vez pÔsto o oorpo base em rrovirrento ooloquenos nêle nova partf-
cula, que também incide de urra altura h = O, (mas durante o rrovirrento) , 
no instante ~ oorn relação à origem de ternpos da equação anterior. Esta 
passa a ser válida entre O ,;. t,;. t
1 
e entre 
t~ !â t ,;; t,. vale 
onde a ordenada y é a rresma anterior e as oondições iniciais desta equa -
ção são y(t1J e y(t1J dadas pela equação anterior. 
Seguindo êste raciodnio por indução poderros ooncluir que se a massa 
é variada cx:rn o tempo, oolocada ou retirada na velocidade do corpo base, 
a equação do fenâreno é: 
onde y é contado a partir do repouso do oorpo base. 
') lo) : o 
~lo) =O 
Corro se vê, é neressária a variação simul.tãnea de m(t)no tenro de i-
15. 
nércia e na excitação da equação. É uma condição indispensável para qoo o 
caso em estudo esteja representado. Na variação linear: 
ou 
A solução da equação horiogênea já está detenninada em 2. 9; a esta su-
pei:pÕe-se uma solução particular de detenninação irrediata: 'S = ~ l 
V\ 
e a solução geral 
Corro a solução particular se anula em t = O , as condições iniciais detenni 
nam constantes c1 e c2 idênticas ãs calculadas anterionrente em 2.10 e 2.11 
b) Massa acrescida/retirada sem velocidade 
Padeiros concluir irrediatarrente, com tudo o que foi visto, qoo a ener-
gia usada para acelerar a massa (ou perdida can a massa) equivale a um a-
nortecirrento e a equação do novirrento pode ser deduzida por Lagrange ou~ 
<luzida diretariente do caso anterior, valendo para a variação linear 
) 
'jlo) 1 ~lo) 
cuja solução para a fonna 
passa a ser: 
15a, 
o. 
COMPORTAMENTO TÍPICO DA EQUAÇÃO 2.4 
16. 
C A P f T U L O III 
VARIJ\ÇÃO DE MASSA NÃO LINEAR NO TEMPO EM SISTEMAS [E UM GRAU DE LIBERDADE 
3.1 - INTIDDUÇÃO 
Varres procurar nesta parte generalizar um pouco o problema já abor~ 
do, admitindo agora uma variação de rrassa do tipo 
o que transfonna nossa equação do rrovinento em 
Supondo a variação total de massa desprezível face ã massa do CXlrpo 
base poderros levar em consideração sõrrente seu efeito de arrortecinento, ou 
seja: 
~1. •• "'-' mo~ + 'r'\m l. 
d.t'" 
d."- + -b.x = O 
d..t 
que pennite = solução por série de potências do tipo Frobenius. 
3.2 - SOLu;:ÃO <DNSIDERANOO O EFEITO DE At-ORI'ECIMENl'O DE VAfilllÇÃO DE MASSA 
SEGUNDO rntn 
A equação obtida pode ser oolocada na forma 
à._x. + 
cLt 
)( ~ o 
e identificada oom a fonna geral 
'R(t) cf>< + .h_ "Ptt) d.><. + j,_ Q(\:.'). X= 0 
d...t' t d.. t f' 
conforrre a referência de F. Hildebrand. 
onde então 'R ( t) = 'I. 
?(-\;):. -P., t" = Q..1'1.\"' 
.~ '2. 2 
QJt)"' O,~.t = uJVl. t 




que enbora difiram por um núrrero inteiro, dão rrargem a duas soluções nor -
rrais já que o ponto t = O é ordinário. 
A fórmula de recorrência é 
onde da nossa equação todos gn (s) são nulos a rrenos de 
e 
Estudando para k = 1 terros 
( s + i. l . 5. fi.. i = - '?i1.. (~ ... i. ') p._ o :. 0 
Para s = 1 a igualdade acarreta Í\1 = O 
Para s = O , A.1 é indeterminado, podenos escolher um valor qualqoor, por 
exenplo , A1 = o. 
18. 
Vamos ter, inicialrrente para s = l : 
Se taramos n fnpar 
os elerrentos pares aão a fórmula geral 
para qualquer k 
ou seja 
os elenentos Ínpares careçarão a existir a partir de k = n, = exerrplo 
= -
e assim por diante, pela fórmula de rea:irrência. 
Se tanarrrcs n par, os elerrentos pares não se alteram até k = n, e a 
partir de então terenos por e,renplo: 
Âv, = - r t-i..ff" . w":., 
l c"' ... i)\ 
etc. 
(3o."' ,,_ ,.,_}-.,) w~] A. 
~ o 
podenos pois construir a pri.rreira solução, tanando A
0
= l por exerrplo. 
para s = O seguirros um raciocfnio iaêntioo, 
e para n fnpar os elerrentos pares sao A.,,,_ 




e.0.,V) + = ... 
(."'+a)("' ... 1..') 
para n par, a partir de k = n terenos 
e etc. 
sendo a segunda solução, fazendo A
0
= 1 
. wz.~] (}..o 
x (\:.) = / i- w~t1. .. w:: ........ + A.., t"' + /\.., .. 1.f ... ' ...... ) 
2 
\ t 2.4 
e a solução final passa a ser 
19. 
e 
onde c1 e c2 são as duas constantes ·~ detenninar pelas oondições iniciais. 
3.3 - INDICAÇW PARA UM CASO GERAL 
Quererros apontar a referência de R. Bisplinghoff que no seu capft~ 
lo 10 estuda vários casos para a equação 
resolvida por urna aproximação classica do tipo 
20. 
Para o assunto de estabilidade dinâmica em vôos, é detalhado exten-
sivamente: 
o..l\:) :..1.. 
Não vanos levar avante o estudo analfti= das equações que represen 
taro 1 grau de liberdade. Quererros todavia d!amar a atenção da vantagem de 
uso do cx:imputador analÓgico na solução aêsses casos: a rrontagern dos cir -
cuitos é relativamente simples e poder-se-ia irrediatanente estabelecer um 
critério da influência das diversas grandezas no resultado, além da deter 
minação da faixa de validade para as simplificações feitas. Sugerirro-lo 
caro parte de um trabalho futuro. 
21. 
CAPÍTULO IV 
VIBRAÇÃO LONGITUDINAL DE BARRAS cn-1 VARIAÇAf) DE MASSA 
4 .1 - APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 
A vibração longitudinal de barras é assunto bastante estudado e di-
fundido. A parte teórica que necessitarros para encará-lo sob nosso ponto 
de vista pode ser encontrada nas referências de Volterra e Meirovitch • • 
Varro-nos fixar em l.llll problema especÍfico, que escolherros corro sendo 
a barra engastada em urra extremidade e livre na outra: 
é""º 
Sendo u a coordenada que rrede o deslocarrento da secção x a equação 
que rege o rrovirrento é 
4.1. 
com condições iniciais u.lx,O) , ú.(x,O) onde 
e condições de contôrno 
u..(o,t) ""O <lU.I º 
é)x H-=-
' 
desde que a secção seja de área constante: A(x) = cte. 
Usando a separação de variáveis , terros l.llll rrovirrento hannônico e um ~ 
bleroa de rrodos próprios dado por 
22. 
ov,d.e. 
( u..l ct.e ~ ~\lo..r o..çÕ.o) 
cuja solução nos fornece as frequências naturais 
e os l!Dclos próprios são dados por 
onde a constante rrrultiplicativa provém da ortononnalização dos nodos e é 
de grande utilidade no processo da anâlise modal a ser estudado rrais tar 
de. 
Poderros então escrever a solução para u(x,t) 
u.lx,t) =~ '=ie."' 
r::' 
4.3 
as oonstantes A , B no processo da separação de variáveis são obtidas va 
r r -
lendo-se da ortogonalidade dos nodos. 
'Í.5 
Varres estudar o problema de vibrações longitudinais levando em oonta 
os possíveis tipos de variação de massa . .Recanendarros para o assunto are-
23. 
ferência de R. Bisplinghoff . 
A equação geral lá irrlicada e que será posterionnente derivada para 
~ 
o nosso caso e 
~lx.,t) 
que CXJm uma massa m(x,t), se permitir separação 
m(x,t) = m(x). m(t) 
admite um resultado q(x,t) = q(x) . q(t) 
podendo-se pois resolver a equação horrogênea por separação de variáveis ou 
entãô, pela análise modal quando se considera a e:xc:itação. 
A separação de variáveis levaria a duas equações: 
4.7 
4.& 
onde a parte que nos fornece os modos próprios já foi resolvida para m(x) = 
cte. e a parte de qt pode recair nos rrétodos usados com l grau de liberda-
de. 
Não é nosso objetivo examinar o caso onde m = m(x). Vale observar 
que haverá uma modificação conveniente no fonnató do nodo, tal que seja o-
bedecida a equação 4. 7, em cuja solução reside tÔda a dificuldade do pro-
blema. 
24. 
4. 2 - MASSA VARIA CDM 'IEMPO • SOLl.çiio 
Chamanos a atenção na solução do problema de massa que varia can o 
tanpo ao artigo de L. Mtl:rovitch publicacb na revista AIM, indicada na 
referência. Achanos interessante neste ponto do trabalho apresentar uma 
sfntese do processo af errpregado para a solução da equação oo rrovirrento, 
pois é um caso tipico de encarninhanento pela análise rrodal. 
4q 
can condições de contômo de barra livre em ambos os extrerros (está sendo 
resolvido um problema de vibração de foguetes). 
Considerando a resposta construfda por uma base ortononnal, no caso 
os rrodos proprios, cada um dêsses elem2ntos é multiplicado por uma coo~ 
nada generalizada dependente do terrpo 
" 
u. (x,t) "L_ c:+i.lt). <\>1..(x) 
t:. 1 
de rrodo que a condição de contômo se escreve 1:.1>.. ~ "O 
clx 
O problema no caso não tem restrição e portanto além de 




A variação de massa representa a queima de combustfvel no foguete e 
m(t) = m
0 
- mt = m
0 
(1 - ~t), m
0 
massa do corpo base onde se considera a 
queima unifonre ab longo do corpo. 
Substituindo 4 .10 em 4. 9 usando 4 .11 obtencs 
o,ncle. 
L ... 1.,c:, •... n 
Q1, 
Ut U:.) : J ~ lx. ,-1:.) <\>. lx) d..x 
_ .. "-
25. 
foi feita a oonsideração de Ui (t) = cte, ou rrelhor, tn11a "step function" 
em t = O e a solução da equação acima recai nos nossos casos de 1 grau de 
liberdade. 
As condições iniciais u. 0 ( x \ "' u. lx, o) e. '() ~~L1 u..0 X ~ - =e 0 
é) t ,,o 
levam a resultado 
ulx,t.)~t( \U.oc_l{/w'..l l~-~1:)~ \ Y/'k;_\JJ}~(\.-1?,t.f}-
'º' ~l().,)Yº(),L) - Jo \.\,) \.O·,) 
+ u~ .. ) . c\i. lx..) 
W;,. 
e LLo\.. 
4.3 - MI\SSA VARIA <XlM ESPAÇO E O)M TEMPO. SOLUÇM) APOOXIMADA PROPOSTA. 
Torrerros para o estudo de um sistema onde a massa varia can espaço e 
oom terrpo, na vibração longitudinal de barra engastada em urna extremidade 
e livre na outra, um rrodêlo oonstando de uma barra supostarrente ôca e que 
é enchida numa velocidade v can tn11a substância idealizada OOllD sendo tal 
que irá vibrar em "fase" cana barra,embora por hipÓtese não acumule ene!: 
gia elástica. Cl1amanos de vibração em fase, só possível para nossa subs-
tância ideal, uma situação em que as sea;,ões já meias vibrem oom a sec -
26. 
çao oorresponclente da barra caro fÔssem um só co:rpo (se não houvesse mais 
acréscino de substância, a barra parcialrrente cheia vibraria OOl!D um rreio 
contínuo uniforrre, fazendo-se a restrição de não se acurmllar energia el~ 
tica na substância). 
/1------------
/ A 






~.__ ______ A _____ ___, 
/•,··~······1º] 
/• 1 •º,•oº'"••:..10' 
/ ....... ;) ...... 0.11:, .. 
/ ~,_ _____ _;......,___ ___ _, 
/ 
Ponto A no repouso tem 
Uill3. abcissa '1. 
Poder-se-ia pensar também em urna substância com as características acima 
que aderisse extemarrente à urna barra cheia, de um rrodo uniforrre na sua 
circimferência, e que progredisse com urna velocidade v ao longo dela. 
Para o nosso sistema tudo se passa OOl!D se a massa fÔsse acrescida 
sem velocidade, sendo a energia 
saque cai em cada instante a 
do sistema responsável em acelerar a ~ 
urna velocidade, quase aquela que o sis~ 
ma estava. Podenos pois esperar um tenro de anortecirrento na nossa equa-
çao. 
A variação de massa no nosso sistana pode ser escrita 
m(x,t) = m + m.u(vt - x) o 
onde m
0 
e m são por unidade de corrprirrento e vt representa o corrprirrento 
já cheio de massa acrescida a:xn o que estanos retratando a situação num 
dado instante. A função u(i) é a ftmção degrau ou "step". 
I.enbrando do raciocínio usado no caso de um grau de liberdade, nao 
estanos introduzindo energia no sistema, apenas massa. Poderios então es-
27. 
crever as energias totais : 
e aplicar 1.11TB equação de Lagrange adaptada para mê!ios oontfnoos. Para tal 
usarros a referência indicada de H. Goldstein, onde esta equação é obtida 
por 1.11TB passagem ao limite de um sistema discreto, aumentando o núrrero de 
graus de liberdade, o que nos transfonna n equações de rovirrento para 
coordenadas apenas dependentes do tenp:i em 1.11TB equação que engloba tôaas 
estas, pois a coordenada passa a ser Y\ (~ ,t) 
Seguindo em paralelo ao autor no capÍ tule indicado, supondo agora 
m. (t) que no limite será m(x,t) , taJrarros energia cinética CXl!l'O sendo um 
l. 
somatório entre as partÍculas, e a potencial cx:,ro a acumulada por uma ~ 
la hipotética (elasticidade do mê!io) que uniria as partÍculas. 
''.li:' 
e apÓs levar ao limite obtém-se o Lagrangiano do sistema através do qual 
é possível identificar a densidade Lagrangiana (fórmulas 11,4, 11-6 e 11-9 
na ref. indicada), a qual é dada por: 
28. 
nas demonstra-se para sistemas contínuos 
e a equação do rrovirrento será: 
que aplicada à nossa variação de rrassa 
- " i"'-- 1::. ..... --. =- o 
êJ x• 
As condições georrétricas de contôrno e as condições iniciais não a 
presentam naiores problemas , deve-se ter o início da contagem de tempo 
no instante do amêço de enchirrento. 
várias são as observações sÔbre a equação 4.12: 
O arnortecirrento obtido é dado por = função & de Dirac, ou seja, é um a 
rrortecirrento "infinito" no ponto x = vt que representa a secção da frente 
de rrassà, ou rrelhor, a secção na qual estamos num determinado instante a-
crescentando massa CXJm velocidade nula. Há por outro lado= coerência 
dirrensional já que os terrros são de dirrensão lF] lLT' e a função b de 
Dirac agindo na retratação feita do sistema (deriva do step de rrassa) nu 
ma dada abcissa , pela sua definição 
1:l\)~l1)d..~" ~(.o) 
_a, 
assurre no caso dirrensão lLT' o que leva 
tuação acina. 
à si-
Considerando-se tôdas as idealizações feitas no início do capítulo e 
29. 
que da situação que restringinos estarros esttrlando um caso ideal no que 
diz respeito ao acréscirro de nova massa (desprezarros qualquer efeito que 
possa surgir devido ao fato da parte ôca da .barra ter urra área finita) e 
outros fenôrrenos paralelos que podem surgir, de nodo que real.Irente era de 
se esperar que obtivéssenos o arrortecirrento numa dada abcissa da barra . 
Por outro lado a equação é tal que prãticanente poderia ser induz!_ 
da a partir de sistema oom um grau de literdade. 
A função step e a função Dirac tornam diffcil o estudo da solução 
pelos rrétoaos tradicionais, já que não oonseguirros separar a massa em 
duas funções, uma de (x) outra de (t) que se multipliquem. 
Varres oolocar mais urra restrição ao nosso problema: suponharros 
m « m
0 




oondições de oontôrno u. lO,t.) -::. O e. 2>u..\ - o 
;)t \ll.,1: 
condições iniciais 
1\pliquerros a transfonuada de Laplace .. em relação ao terrpo na equação 
acima. 




-=- YY\U-Jô\'1t.-'I<.) t~ ê~td.t 
o 
"6\.ut-i<.'), í,\_\.- 'l<J l 
30. 
ooroo a transfonnada é em :relação ao tempo 
=- m 
TeitDs então uma inoognita que ror:responde ã velocidade. da barra no 
instante t = x/v • 
Para :resolver o problerra proporros um rrétodo aproximado, tal= se 
fÔSse um processo de perturbação, pelo uso da solução da rresrna equação 
não oonsiderado o arrortecirrento (equação 4,1) dada por 4.3: 
onde Ar e Br provêm das oondiçÕes iniciais e são dados por 4.4 e 4.5. Sim 
plifiquenos os algebrisnos ronsiderando Ü(x,O) = O rom o que Br = O e va-
mos :reinti:oduzir 
então 
Voltando a 4.14 
e. 
ao 
l_ W , ~ r ,:,~ '<\ (?r )( ,SQ. V\ W,. 't,_ 
r= 1 O 
""'•~ u.\:< ,o) - YY\ 
'ê.1',, E./>.. 
~J.5 
A resposta da equação acima devido ao tenros de perturbação considerado 
pode ser detenninada por 4 parcelas internas ao somatório: 
31. 
= - t \e.i<?l(L(?>,+,LW~-">)><1 - e.xvl-(c~, _ cw:_,-sJx1 _ 
- e."?l\~~,- ·u,~'~)x1 + e><f~-\(\',, + i.w_:•$)><11 
e nos fornece a solução particular 
Lernbrenos que , se chamamos 
32. 
então 
-\A~l(. [ -~·,., -~~~ ] i..O..:z.X. -~""'ti.:r -~·,~ 1 e 
( S+~ O.z/0 ,) \ ',, • ~ "'-1/i:,,') 
e e 
(,,, _ .:O..,/b) + c.. i.o...,_ e_' <>--z_ (s -\. 0..,,10,) 
-\.O..\)( r 4,~ -··,~ J r + e. - l ~ .. : o.,/b,) (s. ~ to.,1\::,-;i <e_, o.., 
que pode ser antitransfomado 
para t < x/v tem-se 'l>(x,t) =O 
para t > x/v 
= 
L l 'ec• (:\. - ~) .1 eb, ..,. + 
-Í.O..z.'i. L ê'\:lt-~\ .;_<>:.,l't-~ \} LD...z.X [ .. ~llc-") i.~<.t-")1 
t e 
e b't. ..,. + e. e"'- " - e.. b, IJ + -e.,~ 2. '1:,, 
e'-o..,>( l -c'='lt-3.) -i.'='l-1:.-3.') 1 
+ --





Varros c:orrentar o resultado obtido para o tenro de pertumação: 
Vejarros o que significa o limite t = x/v: êle pode ser estudado de 
duas maneiras distintas; prirreirairente encarando a haste carro um todo,~ 
ra um detenn:inado instante de terrpo ti o tenro SÓ será levado em oonsi-
deração no trecho da haste já cheio de substância (x variando de O a vti)' 
ou seja onde o rrovinento já foi arrortecido; por outro lado olhando para 
um ponto (secção) xi, o tenro passará a oontar a partir de t ;;, xi/v, ou 
seja, quando a substãncia acrescida passa pelo ponto oonsiderado. 
/ 
Por outro lado, lembrando a oonceituação que derros a esse tenro, ~ 
similando-? a uma pertumação, varros estudar sua influência nas cx:mdições 
iniciais da equação onde aparece (4.15) • Considererros para tanto os valo 
res de tempo até o enchirrento total bem rrenores que a e~ressão \ J m. )() 
Eí'\ 
para qualquer x ; portanto calculando u (x,t) em x = O varros supor possí-
p 
vela substituição do seno pelo seu argunento obtendo 
34. 
Na extremidade x = ti. a a:,ndição de =ntô= inplica em 
ll'aS cx:mo vinos, o tenro de perturoação influi só a partir de t > x/v = l /v, 
o que não é possfvel já que a nossa equação só vale até o tenpo em que a 
haste está cheia. 
Concluinos.pois que êsse tenro não influi na dete:rminação das duas 
constantes da solução da parte horrogênea da equação 4.15. Devido a êsse fa 
to a parte restante da solução da equação 4.15 não precisa ser antitrans-
formada diretarrente, bastando lembrar que ela pode ser identificadà =ma 
transforrrada da equação original 4.1 , e as soluções também são identifi-
cadas , 
' 
Pelas hipÓteses feitas a solução final desta prineira aproximação a 
ser =nsiderada nos instantes de tenlJC) ou posição do ponto examinado, con 
fome des=ito acima é 
o, 






i: > "/<J" 
~ 
onde Ar = s__ 1 U. \X ,0) Se.V"\ \"< ">< d.x 
~ o 
0r ::. ('2.r - 'i. ~ !l.., h a. o.. h1_ = -1... + ~ ""· cr E I>-
UJ, :. (C.r-!..~ "'J"'-~ b, :. i:. - ~ ""· 
~ 'M.O.: u- 'E: "' 
35. 
P:t:OfX)nos o encaminharrento que denos ao problerra caro método de sol~ 
ção de equações caro a que foi estudada. '!broa-se evidente a necessidade 
de verificação numérica da aproximação obtida, re-substituição de urra ve-
locidade proveniente do resultado acima na equação 4.14 estudando a oon-
ve:rgência do processo de "pertu:t:baçôes" adotado, assunto que será retoma-
do num trabalho futuro. 
Sugerirros tai!bém levar em oonsideração o temo de massa m.u(vt - x), 
que pelo processo adotado vai oonsistir em oonsiderar mais um te:t:110 de 
pertw:bação proveniente da estimativa da aceleração no trecho que em cada 
instante já está cheio de substância. 
SEGUNDA PARTE 
CAPfTULO V 
.VIBRAÇPD DE VIGAS SOB A AÇÃO DA VARIAÇÃO DE MASSA 
5 .1 - INTIDDu;i,o 
36. 
Já foi nencionado na introdução geral o m:itivo da apresentação dê~ 
se estudo e que sua falta de pleno êxito nos levou a não oonsiderâ-lo 
mais o::,m:, objetivo final do trabalho. Por êste notivo a parte numérica 
não tem o destaque que deveria em outras circunstâncias ter, sendo apre-
sentada em apêndice, detalhada no processo mas sôrrente o::,m um ou outro e 
xemplo de cálculo. 
O problema da viga sob ação de um trem de carga passante cuja i-
nércia querenos levar em oonsideração foi examinado por uma aproxirração 
que julgâvanos suficientemente poderosa. No nosso estágio de familiariz~ 
ção cem processos dêste tipo, resolverros estudar de irúcio o rrovinento 
sem considerar ternos de arrortecinento, apenas induzindo o caso a partir 






massas por unidade de oomprinento 
mg carga passante 
v velocidade da carga 
e. 
m 
Para não levar em oonsideração o potenciàl da massa m
0 
da viga to-
mames nossa origem de rredida das deformações a linha elástica da viga 
sob ação do pêso próprio. 
A equação do rrovirrento induzida 
can '::ll"-,Ol 
condições de rontôrno 
(flecha e rrorrento nulos 
nos apoios) 
condições iniciais 
'j lO ,t ') :. 'j l Q.. 1\:. \ -= O 
~\ "' u'j,\ = o 
ox' o,t c)x ~.t 
5.1 
37. 
Também de rrodo intuitivo, o arrortecirrento, se ronsiderado deve ap~ 
recer afetando o trecho da viga até a frente de carga. 
Fbi feita neste capítulo V, pois, a preparação das equações que vêm 
do rrétodo da análise rrodal aplicado ao nosso caso, ronsiderando una apro-
ximação discreta, ou rrelhor, carga atuando e massa variada até um trecho 
Q.1 da viga sem que se altere sua inércia. Inicialrrente foi estudada a vi-
bração própria can detenninação das frequências e dos rrodos próprios e a 
seguir a fonnulação geral para a resposta da viga nessas condições. 
No apêndice são então apresentados os correntários sÔbre os resulta 
dos nurréricos . 
5. 2 - ESTUDO DA VIGA BIAPOIADA ffiM UMA VARIAÇÃO DISCRETA NA Ml\SSA UNITÃRIA 
5.2.1 - M:xlos Próprios de Vibração 






: massa/carpri.Jrento I = cte 
regido pela fórmula 
5.2 
A solução será por separação de variáveis 
e 
ct:w ' \_ YY'\ º ... Y"I'\ ,u.. (J., - "') 1 V-./ o Lú -= --
cl x" E"I. 
~ + e;}~ =. o 
d. t2 
O probl.erra dos nodos próprios nos leva a pro=ar a solução da equa-
ção 5.3. A fim de eliminar a dependência de x do roeficiente, separarros a 
equação em duas: 












Duas condições de contômo para cada equação provêm da condição de flecha 






ângulo, rrornento e cx,rtante no ponto x = Q1. 
Resumindo, tel!Ds a resolver: 
w (.o\ ,, o 
d..'-w 1 _ o 
d.. x' t,o 
, 
W (J.1) :. wll.) 
d.w \ :. d.w L.~, d.><. ,~q. clK 
crw \ J.-w \,,~, d..><' ,:t, = clx' 
d..'w 
1 •• 9.,"' 
ct'w \,~~. d.x• d...x-3 1 
' 
A solução geral de -e 
onde A, B, C, D são ronstantes a detenninar. 
}\plicando as =diçôes de cx,ntômo a e b obtenos para as equaçoes: 
2.. w (,e.) = - ,:.. _ e.' se_"'Q.,~Le-,,_) 
é.os~ (?,Q. 
40. 
As condições restantes nos levam a um sistema de 4 equações a 4 in-
CÓgni tas: 
ri.,.,,e'{)o..~Q., + e. ,,e,,,,!),, c..~Q., = - t::.. sev, ~L0..-0.,) - e.' . ~V\Q,. ~LQ.-0.,) 
=~~Q. c..c,,c,\l,, ~Q. 
(/>..e.os o...\>,Q, -1- e e.o::.~ o. ~Q:) o.. =- p:_ e.os. ~lQ.-'l.) e. 1 e.o~~ @,lQ.-t.) 
C,o s (l,IL 
-\-
c:.o~\..~ll... 
· Agrupadas de um modo oonveniente poderros separá-lo em 2 sistemas horrogê-
neos de 2 inCÓgnitas. 
(e:_ i) coe, o..(',Q.,\_ % o.~O.., + o.~i,~i__ 0..-Q.,'il ~ -(ct + '1.) '-",J, o..~l,l ~i°"~~. + Q.11- ~~~-.t)1c = o 
- (o:+ 1) c.o:,o..~.t_ ~ c.~Q., + o.,~ ~(0..-Q,') 1- ~ -1- (<:}; - !. ) eos.io.~Q.,~Q,,o.,~Q11-o.~ ~\~-Q~1 t ~ O 
é um aêles, sendo ·suficiente para nossas detenninações. 
A equação característica dos dois sistemas horrogêneos é, lÕgicarren 
te a rresma 
41. 
\o.:-i)l~a.~t, .. o..t:i~~Q.-i.)1 L~t o.~o.,t o..~~cQ.-Q.,11-
5.4 
- lQ+lt l~O..~Q.,+o.,~~(Q.-Q.,)1 ~~~o.~0.1 H).,~~~lt-Q.:)} = Q 
e:JllélÇâo que nos fornece as frequências de vibração. 
Sua solução será obrigatõriarrente nurrérica e será discutida em a~ 
dice. 
Varros explicitar as nossas constantes em função de uma delas, por~ 
xerrplo de A. 
Então 
< 
C = (o:- ú 
lo: -d.)L 
para sinplificar seja 
onde 
e 
( = t.oo,o.~O., • \.\i.. t,... 
~o,Q._ o.~ Q., 
ou.(=\-\.~ 
?. 
\...\1. = lo.:-l.'\ to. O..\;B:, + ~Q,, ~lQ.-t) 
(a:-d..Y ~~ o..\W., + o..~Q....~lQ.-Q,) 
fl.' = eos\!,Q. 1_-(.o'.-,i) se.,v,o,,~Q., +\~-l.).1--\.<oev,~o.~Q.,\, ~ 
ê.. SQ '<' ~ lQ.-Q..) 
c:· = CCói;.,\?t Lla:-\., SC!.Y10..y'Q_, -cd .. t\1-l. s«.v,~c..~Q.1. ~ 
2. """'~ ~Q.-Q.,) 
5.5 
42. 
Onde o valor de A será detenninado pela oondição de ortogonalida-
de dos nodos próprios de vibração. 




- ( lo..,.-i.) 'i,Q.'n o..~Q.,-
nessa expressão varres definir os grupos 
oom o que 
w(x) ,. /).. \ ( seV"\ o..(bx. ,._ \-\ Se.Vl~ o..~x) µ. (t-x) ,._ t ~ ( SS .,,_ cé S D J. 
-,,e...,., ~(Q.-)() 
SQ.V"\ r,(Q.-l,) 
,._ (ss - d: SD) ""e"'~~lQ.-x) 1 µ(><-Q.0 \ 
~Q.y-, ~ ~lQ.-Q.') 
será a expressão do modo de vibração. 
Já que da e::iuação 5.4 irenos obter infinitos valores de ~ , oor -
respondentes às diversas frequências de vibração, as constantes acima a -
presentam valores diversos para diferentes frequências e a equáção 5.6 for 
neoerá o modo da frequência usada. 
Será exemplificado êste trabalho em apêndice. 
43. 
5.2.2 - Resposta à excitação externa. Formulação 
O nosso problena será resolvido pela análise rrodal (vide ref. 1), 
que consiste em supor a resposta da viga C011D uma supe:r:posição dos llOdos 
próprios rnul. tiplicados por a:>ordenadas generalizadas clependentes do tempo 
l'"\rlt) , ou seja 
Para isto os I!Ddos de vibração devem ser ortononnalizados. 
A equação que fornece o w(x): 
pode ser assimilada à fonna geral apresentada por L. M:irovitc:h na refe~ 
eia indicada: L \.w1 =" M lw1 onde L e M são operadores, wr e ws duas 
soluções distintas. 
L t.w,1 = l, M \. "",1 
L lwJ = '!-., M \.ws1 
~ Q J lw,L\.wr1 -w,L\.w,1Jd.." =jlt,w.,Ml,.,v,1-f..,w,M\_w,1)d..><. 
o o 
~ 
Os operadores sendo auto-adjuntos ( \, - l~j w,, M lw,1 d..><= O 
que vem a ser a condição de ortogonalidade. Para o nosso caso não terros ne-
44. 
cessidade de abordar o problerra de autovalores repetidos • 
A ortono:rmalização a que nos referinos acima corresponde a se ter 
1 J "'s M ~ w~1 cl" =- ~'" 
o 
onde ~ ,s é o delta de Kronecker. 
Observe-se que o operador M age corro se fôsse uma função pêso em 
- \ -relaçao a qual e detenninada a ortogonalidade. 
Teiros M = m(x) = m
0 
+ mu(\ - x) evidentemente auto-adjunto. 
Varres provar que também o é: 
Pela integração por partes, valendo-nos da condição de contôrno de rrorrento 
e deflexão nulos nos apoios : 
_ w,, t.I E.I 
e L é auto-adjunto, o que prova a ortogonalidade, e se 
li. 
e."'\.ão 1 w,, \_ w.,. d."- =- }, ~ ,,, = ~ ~,,; 
o 
A equação geral para o caso em estudo é: 
onde f(x,t) representa a fôrça externa aplicada. 
QO 
Substituindó 'J lx ,-\: ') ~ i w, l><).1,lt ~ 
numa equaçao 
tererros: 
Aplicando as propriedades deduzidas 
~ 
1r ._ w"-1r j wr ~{__x,\:) tl..x 
o 
chamando <l 1 "'• ~(x,\:') d.>< "'N,l\:'\ 
o 
então 
constitui um sistema de infinitas equaçÕes desaoopladas, 
45. 
46. 
Aplicando a transfonnada de Laplace: 
t 
ou 1r(t):. ~rjM,lt;).,,,e'<\w,l't.-t.)d_r,, +- "'\,C.o)c:c~w.t +-1,lo) -;,e.:~,t 
o 
Teiros por solução para a deflexão 
cO 
'3 C.x,t) : l. Wr\><)·"),\.-'t\ 
r~, 
que pode ser transfonnada em 
t l j IV\ w., ')l><.'t.) d..>< :. ~ 1}J: )1 w.._, M Wr ,t.,_ 
o • 
no instante t = O l 




onde • Representam as condições iniciais para a equação acima. 
Definirros pois a solução dada por 
"" 
. l;'il"-.'t.) =- L._ w,~><),l\:\.) 
t"':. 1 
47. 
5.2.3 - Ortonorrnalização dos nodos próprios. 
Saberros q\E 





wr é a expressão dada por 5 .6, atribuindo o fndice r aos termos que 
variam rom o modo. 
Substituindo essa expressão na integral acima (deixando i.mplfcito o 
fndice): 
; vn, \d'.ÍL<;,e<>o.~K + 4 .,,"-"'Q.,""~><}\t,,_ + ! jl('=>S + a:SD) 
D ~ 
'â,'1, '{'\ (?,l Q - '() + 
"<>€xi ~ l t-Q.,) 
Pocl.êrros desenvolver e agrupar de um l!Ddo ronveniente obtendo: 
onde 
( S$ +cê SD)(3SS - e{- SD) 
~ ~lQ-Q.~ 
+ lss-o'.:sn)l3SS +!{SD) l 
°%Q-. (;>Ct-0.,) \ 
S.7 
48. 





nosso caso tarrbérn pode ser escrito CXlllO 
e 
onde w1r(x) é obtido por inspeção de 5.6 
cuja prirreira parte é a constante do ca-
so sem variação de massa. 
w1r(x) passa de urra expressão de seno sinples a urra que contém seno e se-
no hiperbÓlico diferentes em cada um dos dois trechos estudados, 
Cllarrando 'X = ~ 
!l. 
podeiros escrever a expressão 
do rodo próprio = 
'w(?') = J e_ ~ ) ( s,e"' o..~1 'X + \-\ S€.'<l~O..~'~) f-llº,9.-x) -1-
VY10Q ÍCl \ 
f>.8 
Vale observar que Cl, H, ss, SD dependem do rodo já que nêles fun-
ções de ~· estão :iJrplÍcitas. 
5.2,4, - Resposta à excitação externa. Aplicação ao nosso caso. 
00 
~ (x,\:.) ~t, w,(x) ·"\,lt) 
49. 
'1,l't) =- 1~(1:) + 1,(o)co::,w,t + Yj/01 .;.e.:,~,t 
~ 
é a solução da equação ·1, ... <.,,j~ 1, ""1 w,lx) ~(-,,\:.) d..i< 
Torrerros a fôrça externa c::orro f(x,t) = mg~(x,t), de urra fonna geral 
Q \ 
N,l\:') = jw,(y..) .~(x,I:.') cLx = vn~ ~ YV\~~C,i.1 wi.,l><-) <\>l",\:) d..x 
o o 
terros 
t 1: \\:.) =- ~' j N/r,) '::>e.n w,lt- t,) clt, 
o 
e sabenos que aar 
EI 
Varres chamar o( = cuja unidade é \..T1 2 (terrpo) então 
fazendo um artifício e deixando irrplÍcito o índice: 
Se y(x,O) = y(x,O) = O então 
\: Q 






~ex,\:) =- 2- :º ~"' L 
f°'=. \ 
l. wi,l><). Í•t t-1:) 
~! .ti, ' 




e Cj l" ,\:) -=- ~ o..i <>< i I 
r"=1 
onde escrevenos 
Corro a parte constante tem L L 1 por unidade, o sanatório é adinensional. 
levando em consideração as condições iniciais, terros 
Q l 
1(0) :.j M.,,,,l><).':ll><.,o) d..x : li M wli<) <;1<-:r.,o) d.lt -=. 
o o 
~~ 
W\0 Q. a_ 0.1. D( 'ti l j ~. w l l.x) . j1. (..'X., o') d.. X + 
ô 
- ll 




+ lw,.lx') '1,\>c.,o) à.')( 1 
L/l 
tj~.wl:x.)Sl-...,o) d.;1: -:.. 
o 
substituindo a e,<pressão 
00 
<-1(~.1:. >-=- io.l o(~ 'l 
r::., 
Decorre a fÓnnula final: 
dado pela fÓnnula 5.9 
dado pela fÓnnula 5.8 
51. 
'.i .lo 
Apresentarerros no apêndice a tentativa feita para o estudo nurrérioo. 
5 • 3 - l'ST!JIX) DA VIGA BIAPOIADA COM VARIN;ÂO DISCREI'A NA MI\SSA UNI'mRIA 
DESI.OCADI\. DA E)ITREMIDADE • 
5.3.1 - M:ldos Próprios de Vibração 
Pocle!!os esquematizar o problema 
Mo ÍWl.,+M 
/ ~. -+-__[j J1Z/ZitOl'.l/Zr!J?rQ:1r_1 :!]t 02.....---,,'/~-~ 
~í) , ;_ 





- massas 1.mitárias I é constante para a viga 
regido pela fÓnnula: 
Separando as variáveis 
A equação dos modos será separada em tres partes: 





A prirreira e a terceira se valem das duas condições de contômo nas 
extremidades de flecha e nomento nulo. As outras duas saem de sistemas de 
equações que podem ser escritos em x = l 2 e em x = ~l igualando flecha , 
ângulo, rnanento e cortante. Êsses dois sistemas dete:rminam as ronstantes 
da segunda equação, corro passamos a I1Dstrar. 
Já saberros que a solução geral da equação é: 
w(,<) •-,:._ ~1><. + ~ Cob )._._ +e~~ 7-.x. + 1) C:.O"i~ '1.. ><. 
A equação (1) tem solução através de 
' I 
~o.. ~ue w(C:>'): O 
rfw\ =- o 
tl_x.t. 1(.:.0 
A solução da equação (2) se escreve 
A solução da equação (3) fica 




A igualdade das condições em x = Q 
2 
nos leva e escrever 
/>- '!>eV\ ~L-,. C. »e.,,,Q. ~t1 ::e /\ <,ev, o..~Q., "'- ~· <.0::,o..r-=,1t, .. C. 
1 
's>e"' ~ 0s.~ll., ,._ "D'co,.~ o-~Q. 2. 
I:>. cos. ~~L-,. C. ="-~ ~Q.z. = Q..U\cosc..~,-'B'·,,e,,,o..r:,12.._ ~ C.'co""~ o..fR,.-1-T>1 "'eV\Q, °'l:'11.0 
- t>. ".>e"' ~Q.2 -1. (. ""-~ ~Q,, = <o:~ ~s.e"' o..~ .. - i cos a..~Q, + e '"'e-.-~ o.. ~Q,,_ + 'O'c.o5,~ c..~Q,,, ') 
- P., eos ~Q, ,._( =~~ ~Q,1 -:.o;(:.~ eo!>o..~Q, + ~'.,,e.,,o..~, + é.
1co,.ic..~Q1 ~'\:l.,,~.Q...'1.~() 
54. 




<,t<'\~\.Q.-t) - e." 'l.lM.t. ~1/.-Q.,'\ =- i,;. ~o__~Q., ... ~ c:os o.. ~Q., ... e.''"'-"' o. \"'Q., .. '\>1 c-o,;.Q... o.~~\ 
C:,01,~Q.. Cl)\,~~Q_ 
-1- ~· SQ.,v.BlQ.- ~J _ e:" "&,,,,~ ~lt-l) =- ct(:- ~~e."' o..~1e,' co; o..~Q.., .. C:' '<>~~o..~Q., ''D' e.o,~ °'-o/L;) 
u,~ (?~ <:.o)~ (l,L 




- w,~l. cn'>l.,.~Q, 
Varros esrolher A' , B' , e' , D' ro!lD as ronstantes que vão fonrar o sisterra 
de rorrpatibilidade, do qual vai sair a equação caracterfstica • 
Obterel!Ds das oi to equações acima: 
(~-1-~)CO!>C.~Q.il(~ 'u-~Q.1.-0,_~~Q.L) t,..' -+ li.-' O..~o..~Q..'-~X'(\) %1 } -
- \ ~ -l.} oo;.Q.. o. ~t'-L \.~'i.. o,.~~,.-o..~ ~Q.11 é.' .._ ( 1. - a.~~Q'-~ ~Q,) t> 1 "'O 
lo:-1.)t.()-,0,.~Q.l~l~o..~~1-o.J~~I)..~~ 1>; -1-(1. .. 0..~ o..~Q.,_ ~~ ~Q..._)'8'1 -
-(0:·d.j c.:,:,t._~~Q.tl\~~ o..0Q.L-c.,~~ ~t2)(' -1- ~ 1-- o_~~ o_~Q):f ~Q.L)-u' 1; Ü 
55. 
(o: +1.') Ql)~a.~i.t U~ <>-~~ 1+0..%~l'<-i0) f'.'. -1-U--a.~ 0-.~Q.;t~~1.Q_Q ,1') ~ 1 -
- ~c{-l.) w,~ <>v~Q..\__l~~ o.~O., +o..~~(.Q.-Q,~ t' ... (J.+ ~~~Q,~~lt-0.,)JT>1 = O 
( 6.-1') t.O>Q,~t,\.l~ o..~Q. 1-1-()_~~~(.Q.Q)J ~ + u. -o..% °"~~~~lQ-Q0')~' 1-
·- lc{+l.) (,o,~o.~Q ll~~ o..~~.-1-0..~~fe-Q:)) e.' + (1.-1-0.~~ °"~Q,~~~t...Q.-~,111>1-:. o 
A equação característica aêste sistema resolve o nosso problema de a~ 
tovalor; B', C', D' podem ser detenninadas em função de A' do sistema acima. 
Também A, e, A", C" podem"·ser detenninadas dos sistemas anteriores em fun -
ção de A' que por sua vez será obtida na ortono=lização dos nodos. 
Dada a corrplexidade do caso, o cálculo terá de ser totalnente nurréri-
co. Detenninado ~ pela solução da equação característica, a matriz acima 
nos fornecerá os valores das constantes. 
Finalrrente detenninados todos os valores , o rrodo prop;rio poderá ser e~ 
crito 
.... ~"' ~.tQ.- ") 
CO)~, ~ 
e a constante será obtida de 
~ J ~W\o"'W\V-\~,-<. )\.<.-Q.~)1 wtl><)õ..X:::. .1.. 
~ 
APfNDICE 
I • DEI'ERMINAÇÃO NUMÉRICA DA FREQlÊNCIA DE VIBRAÇÃO E OOS MJOOS PRÕPRIOS 
DE UMA VIGA CDM UMA. VARipÇÃO DISCRETA NA MASSA UNITÁRIA E SEM VARIA-
ÇÃO DE INÉRCIA. 
1. FREQlÊNCIA DE VIBRAÇÍÍD 
56. 
Referi.no-nos à segunda parte, parágrafo 5.2..1., onde desejancs o cálcu-
lo nurrérico do autovalor (frequência de vibração) da equação diferencial 
que dá os nodos próprios de vibração. 
Isto é feito pela equação característica 5.4 
ou seja, a detenninação de ~ leva-nos a procurar as raízes da equação ac!:_ 
rra. O trabalho é menos sinples do que parece e para êle adaptancs o rrétodo 
da partição de intervalos. 
Com:> há acréscino de rrassa, poderos esperar urra diminuição da frequên -
eia de vibração. A referência que possuínos é a solução da viga biapoiada 
de inércia I e massa m
0 
por unidade de comprirrento. 
,1t. m 
L 
cuja frequência é obtida de sen ~ L = O (vide refer. 2, pg. 313) 
ou seja ~L "~· "V'\ T\ 
57. 
Vanos então pesquisar raízes num intervalo entre (n. 3) e (n. 'l\) deixan-
do al temati va para quando (.?:,' fÔr rrenor que o extrerro inferior, de atmen -
tar o intervalo nesta direção. Ceverros nos cuidar entretanto, das tangen -
tes na e::iuação acirra e que vão a infinito nos múltiplos ínpares de ( 'J\/2) 
devendo portanto êstes serem excluídos do intervalo de pesquisa. 
Tentanos várias nodificaçôes na equação a fim de eliminar êste problema, 
nas não houve sucesso nurrericarrente falando, pois a nova expressão é fraci~ 
nária e não se renove o problema principal, que é de grandes oscilações de 
valor para pequenas variaçôes do argumento das funções trigonO!lÉtricas • 
O processo de pro=a de raiz consiste bàsicarrente em, chammdo 
X "- lo: -l. )' L ~o..~ Q_, + o.'&t, ~\.'<.-~,) 1 Í. ~i o..~Q,,+ o,.t12i ~lQ.-l ,\ 1 
Y,. (d+ 1')'" t~ o..~Q., ... o..~ ~lt-Q) 1 l~t. o.~Q., + o,;~~ ~oi-t1,11 
tentar anular (Y - X) para diversas tentativas ao valor de 
Inicialrrente calcularros a diferença para os dois valores extrerros : 
y 
-+----J,----L---'------ r,' 
..,,3 V"l,'i\ \ 
Uma vez que as duas diferenças (Y - X) forem de sinal oposto, garante-
-se a existência da raiz. Partindo o intervalo pela metade, determinanos 
qual das duas partes contêm a raiz através do estudo do sinal e seguinos o 
58. 
processo avante. 
A tangente, todavia, pode obrigar uma curva a ir a (+ co ) e voltar de 
- 00 ) • Cevem pois ser eliminados os pontos onde isto ocorre; = te-
rros ·tangentes de dois argrnrentos diferentes definirros dois intervalos p~ 
ra os argrnrentos: 
Estudarros os seguintes casos: 
1. Não há múltiplos .llll)ares de '7\/2 no intervalo: tudo se passa corro des-
cri to acirra. 
2. Há um n:11/2 (n ~) em um dos intervalos. Elimina-se êste valor de 
r,' e estabelecido um ~ à direita e ã esquerda do mesrro, construírros 
com os mesrros limites extrerros dois intervalos distintos nos quais é 
procurada a raiz. 
3. Há um n.'i\/2 (n ímpar) em cada um dos intervalos, sejam ~ 1 e ~ 2 os 
valores que levam tg(AR;l) e tg(AR;2) a infinito :respectivamente. P~ 
cisarros conhecer a posição relativa entre ~l e ~ e dividindo o tre-
cho em três partes fazerros a pesquisa da raiz. 
Nurrericamente foi constatada rrais uma dificuldade: às vezes as curvas 
correspondentes às expressões de Y e X caminham quase paralelo nas proxi-
midades de uma raiz, de IlOdo geral muito inclinadas (mas em raros casos 
também podem ser quase horizontais) acarretando que na aproximação da se~ 
59. 
ta ou sétirra casa decirral do valor de r,' , ou seja, num intervalo de pes-
quisa, por e:xernplo de 0.1 x 10-6 a 0.2 x 10-6 ainda existam lugares onde 
(Y - X)/Y não atingiu a aproximação desejada, assumindo valores por vêzes 
incri velllente grandes, retratando a verticalidade do traçado das duas cur 
vas. Para superar esta dificuldade cortarros o proa:sso da pesquisa de raiz 
quando esta atingir = aproxirração para nós razoável. Os casos de curvas 
horizontais, por serem relati varrente raros e para frequências mais altas, 
não foram detalhados mais a fundo. 
59a. 

























CARACTERÍSTICAS DO SISTEMA: 
Valor de m/m
0 
R = Trecho da viga ocupado por m = ~1/~ 
Rl=AMR 
R2=1-R 
CARACTERÍSTICA5 DO PROGRAMA: 




I.oop até o fim ao programa para o câJ.culo de uma frequência natural 
por vez (J é o Índice que indica o núrrero do IlOdo cuja frequência 
se está a calcular) 
Detenninação dos limites B(l) = 'ii * J 
B(2) = 3.0 * J 
Definição dos àrgurrentos ARGl = B (J) * Rl 
ARG2 = B(J) * R2 
Definição das chaves LA, MA, MADl, MAD2, MUD = O 
Valor inicial Fl = O 
SEGUE PARA A 
- Volta deR para o bloco características do programa. 
- Volta de ~ para rrecanisrro de inpressão ou para,-,o programa principal 

















"BT E Mi= "S(i.) 
13(1) = ?M 1.-l. 
M"-Dê!.~ i 
-PM '.l." MTlé. M-i>.,:9: /i:U 
l'M2. = M• ~ /"R.2. 
\l'Mi-l'M2.\-é, 
> 
""'eíE.Ml' = "B(Z) 
>----l "6(2.)=1'M1 ~E.. 
M.t,;Dl.." i 
D 
LOCALIZAÇÃO DAS SINGULARIDADES - SUBDIVISÃO DO INTERVALO EM 3 
= 
~ci) = (( me Ml>• ",1.)/ 
/fill:Mí') +E., 
~------~-- l) 















"B(3}=('B(•) +l>~l)/~ 1----......::<~º'-< ('Y(•)-X.( 1)) * (Y(2)-X!t1) 
> 




"B\2.) = 12.Ti:.M 1> 
MU0-=1. 





em= 1>M1 -'<-, 
MAD1-1 = ;,-----i 12,(a) = ?M?.'+E, 1---
MAOi =, 
<o 
"Bl•) = l>M.t - E., 
> 
8(2.) =1'M'2.+ t, 1--.::.....: M1'D2.-1. = >-------i B. l'i.) = PM 1 + E. , +----i 
MUD -=1 
<.o 
1:',( 1) =((.M,EMI># 'Yz )/ 
(RTEM1>)- t, 
\:,(:!.)=.~TEM\> 
MUD =. 1. 
D 
MAOa :2. 
MUDANÇA DO SUB-INTERVALO DE PESQUISA 
59f. 
2. moos PRÕPRICS 
Sua detenninação se resurre no estudo nl.ll1Érico da expressão 5.6. 
w(x) :/>..\ l'>e-V'la.\",c. +\-\""~'"'Q.,-,0,.~i<Jµ.~lt,-x') + 
+ \_ SS-~Stl) ~l,,,~\..Q.-x) 1 u. (x - Q.,) 
~t. ~\~·l.) 
.l. ~ ( s~ + o; s 'D) """"~llt-x) + 
a. ~ ~ LQ.-Q.,) 
60. 
onde está inplÍcito o Índice que afeta ~ (já que são infinitos os val~ 
res) e oonsequentenente H, ss, SD, A. 
O valor de A provém de 
Cl é obtido da eJq?ressão 5.7. 
ss ~ <õ.e.V\ o..(_:,Q, -1- 1-\ ';,~ç,.. QtQ., 
so = .. ~.,, o..~Q,- 1-\ ,;,~Q._ ~~Q.., 
e H é dado por 5.5. 
O cálculo nl.ll1Érico é sinples, de substituição direta e será apresenta-
do o resultado de um exenplo, que considerando um acréscino rn/m
0 
o estuda 
em 1/3 e depois em 2/3 da viga. Observe-se que os l!Odos estão ortononnal~ 
zados e que nessa ortonorrnalização influi o acréscino de massa 
t 
J VY\\X) W, ('x) vJ~l><. J O..><"- ~'(' ~ 
o 
Serão oonparados com os rrodos da .viga sem variação de massa dados por 
w ( >< '> "- J 2- 'i,Q."' ~ l( 
w,,,O. 
61. 
Se o estudo fÔsse extrapolado para quando a viga inteira está com sua 
massa alterada, teríarrcs se 
" =- a. 
os nodos dados por 
( e.,' "-Çl. t) 
VARIACAO DE MASSA NO l~ TERCO DA VIGA 




COMPARACAO ENTRE OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA OU NAO A VARIACAO DE MASSA 
PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO TERCEIRO MODO 
PONTO 
1 0.12910E 00 Ool3052E 00 Oo24778E 00 Oo25881E 00 0.35904E 00 Oo38268E 00 
2 Oo25593E 00 0.25881E 00 Oo47781E 00 Oo50000E 00 0•65976E 00 Oo70710E 00 
3 Oo37825E 00 Oo38268E 00 Oo67360E 00 Oo70710E 00 Oo85322E 00 Oo92387E 00 
4 Oo49392E 00 Oo50000E 00 0,82114E 00 Oo86602E 00 Oo90775E 00 Oo lOOOOE 01 
5 Oo60091E 00 Oo60876E 00 Oo90991E 00 Oo96592E 00 Oo8l401E 00 Oo92387E 00 
6 Oo69738E 00 Oo70710E 00 0,93361E 00 O,lOOOOE 01 0,58637E 00 Oo70710E 00 
7 Oo78167E 00 Oo79335E 00 Oo89065E 00 Oo96592E 00 0,26054E 00 0,3826BE 00 
8 Oo85238E 00 0,86602E 00 0,78427E 00 0,86602E 00 -Ooll248E 00 O,OOOOOE ºº 9 0,90835E 00 0.92387E 00 0.62228E 00 0,70710E 00 -Oo47487E 00 -0.38268E 00 
10 0,94870E 00 Oo96592E 00 0,41622E 00 0.49999E 00 -Oo77110E 00 -0.70710E ºº 11 0.97280E 00 Oo99l44E 00 Ool8035E 00 0.25881E 00 -0,95610E 00 -0,92387E ºº 12 0,98028E 00 OolOOOOE 01 -0,6928L+E-Ol O,OOOOOE 00 -0,10016E 01 -0,lOOOOE 01 
13 Oo97106E 00 Oo99144E 00 -Oo31585E 00 -Oo25881E 00 -Oo90033E 00 -Oo92387E 00 
14 Oo94533E 00 Oo96592E 00 -Oo54284E 00 -o.50000E 00 -0,666!:lOE 00 -0,70710E 00 
15 Oo90354E 00 Oo92387E 00 -Oo73509E 00 -0,70710E 00 -0,33528E 00 -0,38268E 00 
16 Oo84642E 00 0.86602E 00 -Oo87976E 00 -0,86602E 00 0,45410E-Ol 0,00000E 00 
17 Oo77497E 00 Oo79335E 00 -Oo96721E 00 -Oo96592E 00 Oo41911E 00 0,38268E 00 
18 Oo69039E 00 0.70710E 00 -0,99157E 00 -0,lOOOOE 01 0,73068E 00 0,70710E 00 
19 Oo59413E 00 Oo60876E 00 -0,95115E 00 -0,96592E 00 0,93409E 00 0,92387E 00 
20 0,48782E 00 Oo49999E 00 -0,84852E 00 -0,8660:?E 00 0,99933E 00 0,lOOOOE 01 
21 O., 37327E 00 o.3826AE 00 -0,69036E 00 -0,70710E 00 Oo91677E 00 0,92387E 00 
22 0,25240E 00 Oo25881E 00 -0,48700E 00 -O,li9999E 00 0,69865E 00 0,70710E 00 
23 0,12728E 00 O,l3052E 00 -o.2s11,,E 00 -0,25881E 00 0,37721E 00 0,38268E 00 
"' ,_. 
TABELA PARA m/m 
., 
= 0.2 . 
o 
V~RIACAO DE MASSA NO 22 TERCO DA VIGA 




COMPARACAO ENTRE OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA OU NAO A VAR!ACAO DE MASSA 
PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO TERCEIRO MODO 
PONTO 
1 Oel2174E 00 0.13052E 00 0.24313E 00 Oe25881E 00 Oe35462E 00 0.38268E 00 
2 0.24138E 00 0.25881E 00 0.46907E 00 o.sooooE 00 0.65359E 00 o.70710E 00 
3 o.35684E 00 Oe38268E 00 Oe66183E 00 o.70710E 00 Ot84997E 00 Oe92387E ºº 4 Oe466l4E 00 o.sooooE 00 Oe80777E 00 Oe86602E 00 Oe91297E 00 OelOOOOE Ol 
5 o.56737E 00 0.60876E 00 o.s9654E 00 0.96592E 00 0.83270E 00 0.92387E 00 
6 Oe65880E 00 Oe70710E 00 Oe92183E 00 o.lOOOOE 01 Oe62181E 00 Oe70710E 00 
7 o.73884E 00 0.79335E 00 0.88178E 00 0.96592E 00 0•31344E 00 0.38268E 00 
8 0.80612E 00 0.86602E 00 Oe77912E 00 Oe86602E 00 -0.43930E-Ol o.oooooE 00 
9 Oe85950E 00 Oe92387E 00 Oe62100E 00 0.70710E 00 -Oe39410E 00 -Oe38268E 00 
10 0.89805E 00 Oe96592E 00 0.41842E 00 Oe49999E 00 -0.68196E 00 -Oe70710E 00 
11 Oe92114E 00 o.99144E 00 Oel8551E 00 Oe25881E 00 -0.86209E 00 -0.92387E 00 
12 Oe92838E 00 O.lOOOOE 01 -0.61540E-Ol o.oooooE 00 -O.J0589E 00 -0.lOOOOE 01 
13 Oe9l967E 00 Oe99144E 00 -0.30562E 00 -0.25881E 00 -0•80599E 00 -0.92387E ºº 14 Oe89521E 00 0.96592E 00 -Oe52991E 00 -0.50000E 00 -0.57734E 00 -0.70710E 00 
15 0.85544E 00 Oe92387E 00 -0,71913E 00 -0.70710E 00 -0.25475E 00 -0.38Z68E 00 
16 O.BOlllE 00 0,86602E 00 -0.86063E 00 -0.86602E 00 Oell276E 00 o.oooooE 00 
17 Oe73320E 00 Oe79335E 00 -0,94533E 00 -0,96592E 00 Oe46991E 00 0.38268E 00 
13 Oe65291E 00 Oe70710E 00 -0,96805E 00 -O.lOOOOE 01 0,76358E 00 Oe70710E 00 
19 0,56166E 00 Oe60876E 00 -0.92757E 00 -0.96592E 00 Oe95038E 00 Oe92387E 00 
20 0.46101E 00 0,49999E 00 -0.82669E 00 -0.86602E 00 Oel0026E 01 o.10000E 01 
21 0.35265E 00 Oe38268E 00 -0,67208E 00 -0.70710E 00 0.91226E 00 0,92387E ºº 22 o.23841E 00 0.25881E ºº -0.47384E 00 -0.49999E 00 0.69177E 00 0.70710E 00 23 0.12020E 00 0.13052E 00 -0•24486E 00 -0.25881E 00 0.37250E 00 0.38268E 00 a, ,_. 
c:r 
TABELA PARA m/m 
O· 
= 0.2 
VARIACAO DE MASSA NO l~ TERCO DA VIGA 




COMPARACAO ENTRE OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA OU NAO A VARIACAO DE MASSA 
PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO TERCEIRO MODO 
PONTO 
l Ool2136E 00 Ool3052E 00 0•26231E 00 Oe25881E 00 0•82489E-Ol Oo3826BE 00 
2 0•24018E 00 0.25881E 00 0•50015E 00 o. 50000E 00 Ool4759E 00 Oe70710E 00 
3 0.35398E 00 Oo38268E 00 0.69127E 00 o.70710E 00 O•l8149E 00 0.92387E 00 
4 0.46042E 00 o.50000E ºº o.81774E 00 o.86602E 00 Ool 7674E 00 O.lOOOOE 01 5 0.55736E 00 o.60876E 00 0•86754E 00 o.96592E 00 O•l3376E 00 0.92387E ºº 6 Oo64292E 00 o.70710E 00 Oe83569E 00 o.lOOOOE 01 o.60595E-Ol 0.70710E 00 
7 0•71553E 00 Oo79335E ºº Oo72461E 00 0•96592E 00 -0•28957E-Ol 0.38268E 00 8 Oo77397E 00 0.86602E 00 Oo54392E 00 Oo86602E 00 -Odl848E 00 o.oooooE 00 
9 O.R3375E 00 0.92387E 00 Oo43383E 00 o.70710E 00 -Oo55961E 00 -0.38268E 00 
10 0.87780E 00 Oo96592E 00 o.28112E 00 o.49999E 00 -0.91948E 00 -0.70710E 00 
11 Oo90559E 00 Oo99144E 00 o.99034E-Ol o.2588 lE 00 -Ooll444E 01 -0.92387E 00 
12 o.91686E 00 OolOOOOE 01 -0.98011E-Ol o.oooooE 00 -Ool2008E 01 -0.lOOOOE 01 
13 0.91160E 00 Oo99144E 00 -o.29515E 00 -0.25B81E 00 -o.1oao1E 01 -0.92387E 00 
14 o.89004E 00 Oo96592E 00 -Oo47796E 00 -o.50000E 00 -o.soo1sE oo -0.70710E 00 
13 Oo85268E 00 o.92387E 00 -Oo63330E 00 -o.7ü710E 00 -0.40204E 00 -0.38268E 00 
16 0.80028E 00 Oo86602E 00 -0.75006E 00 -0.86602E 00 o.55362E-Ol o.oooooE 00 
17 Oo73382E 00 o.79335E 00 -o.sl989E 00 -0.96592E 00 Oo50448E 00 Oo38268E 00 
18 o.65451E 00 o.70710E 00 -0.83766E 00 -o.10000E 01 Oo87896E 00 0.70710E 00 
19 Oo56378E 00 Oe60876E 00 -Oo80178E 00 -0.96592E 00 Ooll234E 01 0.92387E 00 
20 Oo46324E 00 Oo49999E ºº -Oo7142BE 00 -o.86602E 00 Ool2018E 01 O.lOOOOE 01 21 0.35465E 00 0.38268E 00 -0.58062E 00 -o.70710E 00 Ooll024E 01 o.92387E 00 
22 Oe23990E 00 Oe25881E 00 -0.40935E 00 -0.49999E 00 0.84015E 00 Oe70710E 00 
23 o.12100E 00 Oel3052E 00 -0•2ll54E 00 -Oe2588lE 00 Oo4536lE 00 o.38268E 00 
a, ... 
n 
TABELA PARA m/m = o 1.0 
VA1IACAJ DE MASSA NO 22 TERCO DA VIGA 




COMPARACAO ENTRE OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERA.DA OU NAO A VARIACAO DE MASSA 
PRIMEIRO MODO SEGUNDO MODO TERCEIRO MODO 
PONTO 
1 Oóll342E 00 Ool3052E 00 Oo20856E 00 Oo25881E 00 Oo70442E-Ol 0.38268E 00 
2 Oo22431E 00 0.25881E 00 Oo39810E 00 Oo50000E 00 Ool2667E 00 0.707lOE 00 
3 Oo330l5E 00 Oo38268E 00 Oo55134E 00 Oo70710E 00 Ool5733E 00 0.92387E 00 
4 Oo42859E 00 Oo50000E 00 Oo65427E 00 Oo86602E 00 Ool5626E 00 o.10000E 01 
5 o.51741E 00 Oo60876E 00 Oo69748E 00 Oo96592E 00 Ool2367E 00 Oo92387E 00 
6 Oo59462E 00 Oo707l0E 00 Oo67693E 00 Oo lOOOOE 01 Oo66l69E-Ol 0.707lOE ºº 
7 0.65849E 00 Oo79335E 00 Oo59439E 00 0~96592E 00 -O.t160.88E-02 0.38268E 00 
8 Oo70757E 00 Oo86602E 00 Oo45722E 00 0.86602E 00 -0.74325E-Ol ºººººººE 00 
9 Oo74078E 00 Oo92387E 00 Oo277ó9E 00 Oo707l0E 00 -Ool2883E 00 -0.382ó8E 00 
10 0.75737E 00 Oo96592E 00 Oo7l877E-Ol Oo49999E 00 -Ool5700E 00 -0.70710E 00 
11 Oo75696E 00 Oo99l44E 00 -Ool4187E 00 Oo25881E 00 -Ool5296E 00 -Oo92387E 00 
12 Oo73957E 00 Oo lOOOOE 01 -0.34462E 00 oooooooE 00 -Ooll724E 00 -O.lOOOOE 01 
13 Oo70559E 00 Oo99l44E 00 -Oo51856E 00 -0.25881E 00 -0.56588E-Ol -0.92387E 00 
14 0.65577E 00 Oo96592E 00 -0.64880E 00 -0.50000E 00 Ool 7485E-Ol -0.707lOE 00 
15 Oo59126E 00 Oo92387E 00 -0.72471E 00 -Oo707lOE 00 Oo9lló5E-Ol -0.382ó8E 00 
16 Oo51348E 00 Oo86602E 00 -0.74l04E 00 -Oo86602E 00 Ool5l37E 00 o.oooooE 00 
17 Oo476l6E 00 Oo79335E 00 -oo83962E 00 -0.96592E 00 Oo76374E 00 0.38268E 00 
18 Oo42844E 00 0.707lOE 00 -Oo8754lE 00 -OolOOOOE 01 0•12656E 01 0.70710E 00 
l9 o.37l56E 00 o.60876E 00 -0.84818E 00 -0.96592E 00 Ool5853E 01 0.92387E 00 
20 0.30687E 00 0.49999E 00 -0.76133E 00 -0.86602E 00 0.16771E 01 OolOOOOE Ol 
21 o.~3583E 00 o.38268E 00 -0.62178E 00 -0.707l0E 00 Ool5280E 01 Oo92387E 00 
?2 Ool5994E 00 Oo25881E 00 -Oo43963E 00 -Oo49999E 00 Ooll595E 01 0.707lOE 00 
23 Oo80791E-Ol Ool3052E 00 -0.22753E 00 -0.25881E 00 Oo62461E 00 Oo38268E 00 
a, ,_. 


















II. TENTATIVAS DE APROXIMAÇÃO PARA A SOLUÇÃO 00 PROBLEMA DE RESPOSTA DE 
UMA VIGA BIAPOIADA A UMA CARGA PASSANTE QUE EM CADA INSTANTE EM CA-
DA PON'ID ASSUME A VEWCIDADE DE VIBRAÇÂO DA VICA. 
Vanns descrever sucintamente corro foi tentada a solução da equação !:. 
presentada na introdução do capftulo 5, 
pois embora não houvesse êxito e:xpressivo na aplicação dos processos ima-
ginados, os problemas encontrados poderão talvez orientar futuros traba-
lhos neste sentido. 
A base do rrétodo irraginado consistiu em, num detenninado instante, f:!_ 
xanros a situação da viga e calcular o rrovirrento até um intervalo de tem-
po posterior corro se a carga estivesse parada. Neste instante encarada -
rros novarrente a viga e repetirfanns o processo. A aproxinação feita foi 
em considerar a situação final de um caso corro inicial do próxirro. 
Exerrplifiquerros para urra viga dividida em crês trechos, e seja tt o 









aproxinada pela equação 
t ·i. 
[l\\0 .;.W11A~t-~)1 ~ + tI ~ ::. 'Mô.M.ll 1-><.) o-\.~ ilx" ..J 
e válida entre 
63. 
A condição da viga neste instante serve de condição inicial para o e~ 
tudo do 29 trecho. 
À .,, 
1 y~\11111!1 ! \l\ 
- ~t., 
cuja equação de rrovimento é serrelhante e válida entre 
repete-se o processo seguidarrente. 
SUpuzerros que dividindo a viga num núrrero suficientenente grande de 
trechos, conseguiríarros urra aproximação raz.oável do resultado pretendido 
para um trem de carga que se desloca oontinuadarrente • 
Foi elaborado pois um prograna de corrputação, raz.oàvelrrente corrplic!: 
do, que automatizaria êste método. lkn dos grandes problemas encontrados 
foi terrpo (o programa é exoessivanente derrorado) e para suplantá-lo ti"!:, 
rros que sacrificar um pouco a aproximação nurrérica desejada. 
Dividirros a viga em 24 trechos e impuserros um tenp:> de travessia de 
24 unidades. o cálculo das frequências de vibração é feito pelo programa 
do apéndice I, corro subrotina. A seguir são corrputados os deslocarrentos 
pela aplicação da equação 5.10 especializada para êsse caso, consideran-
do nulas as condições iniciais, para a carga no lQ trecho (1/24 da viga) 
na primeira unidade de tenp:> das 24, armazenados na rreirória do oorrputador 
e irrpressos para os 23 pontos calculados. Dêsses pontos, nas condições !: 
cirra também determinanos e armazenanos a velocidade e é impressa a da ab-
cissa que dá a frente de carga. Isto porque pensarros em estimar a energia 
introduzida devido ao desprezo do arrortecirrento e pelo acrêscirro siibito 
de carga nesta tentativa de solução por um limite superior. 
64. 
De aa5rdo rom a equação 5 .10 ao passamos para o segurilo trecho e de 
tenninanros a situação no instante 2/24 precisamos das condições iniciais 
de deslocamento e velocidade no instante 1/24 qtE passa a ser o novo ins-
tante zero, já que em cada pedaço recomeça a rontagem de tenµ:,. Calcula -
-se as novas frequências naturais pela subrotina rorrespondente e determ!_ 
na-se os modos para êste caso através dos 23 pontos em estudo. Êstes são 
rrn.iltiplicados pelo deslocanento do caso anterior, ainda armazenados e in-
tegrados pela regra de Sirrpson ao longo da viga (dados os 23 pontos) ob-
tendo a rondição inicial "\1."-"-,0) • Anàlogamente é feito para a veloci~ 
de com determinação de ~tl._,<:,O) • I\::Jdenos passar então aos deslocanen-
tos no instante 2/24 (absoluto) , e repete-se o processo até a carga pas -
sar pela viga. 
O prirreiro fator de demora é no cálculo das frequências naturais que 
no caso feito repete-se 24 vêzes; limitarro-nos então ao estudo dos 10 pr.!:_ 
meiros valores, ou seja, nossas séries são de 10 termos. O segundo fator 
de demora se dá ao perfazer as integrações para as rondições iniciais, I-
nicialmente o nosso programa era dividido em diversas subrotinas que per-
mitiram o cálculo de deslocamento e velocidade ao longo da viga e urra ou-
tra subrotina que processava o rrétodo de integração de Sirrpson, se valia 
delas para obter um resultado que estivesse na precisão dos outros valo -
res. Ora, considerando que lidarros rom 10 modos e isto deveria ser feito 
ao longo da viga, o tempo gasto era excessivo. Foi então tudo centraliza-
do em 1 programa principal rom diversas cnaves internas e a integração 
feita pela fÓnnula de Sirrpson para 23 pontos, 
Nestas rondições o programa pode ser rodado em duas horas num a:mp~ 
tador IBM 1130. 
Passaremos a comentar os resultados obtidos: 
Cono era de se esperar, os valores de deflexão obtidos são maiores 
que os de urra viga sem variação de massa sujeita à passagem de um trem de 
carga (problema sirrples de resolver, seja pela análise modal rono fizemos, 
65, 
seja por série de Fourier segundo ref. 2), A diferença contudo é relati-
varrente pequena, obrigando-nos a encarar o problerra rrais de perto, com!:!_ 
ma aproximação ooerente. O cálculo das velocidades infelizrrente veio nos 
rrostrar a partir de detenninado tredlo, ligeiras oscilaçÕes nos valores, 
que examinadas ma.is de perto, trouxeram à tona o que viria a ser nossa 
crítica ma.is forte à análise rrodal: a falta de oonvergência nas séries 
que nos fornecem as oondições iniciais, Cescrevererros posterio:r:rrente um 
_ perdemos 
e:xemplo rrais grave deste problerra . Por ora · de rerto rrodo a con -
fiança no rrétodo e pararros nossas investigações nessa altura sem seguir 
o caminho lÓgioo que seria aurrentar por exerrplo para 20 o núrrero de ter-
nos da série, fazer ainda assim uma extrapolação aêsse núrrero para gar"!:_ 
tira oonvergência. 
Corto verros pela equação 5.10 há dois terrros distintos na solução: um 
proveniente da equação horrogênea (não arrortecida neste estu:io) retratan-
do as oondições iniciais [1/",0) , 1i.(x,O) 1 e outro devido à 
excitação externa VJ\ l~ ,t) . Caso as oondições iniciais sejam 
nulas, o estudo da oonvergência vai se resumir na parte da excitação,que 
aparere dividida por uma potência ( 4) de (?> , Todavia se os terrros da s~ 
rie forem encarados isoladarrente notarerros uma oscilação bem forte : se 
o terrro oorrespondente ao prirreiro rrodo fÔr da ordem de l0-3, o do terrei 
ró 10-S pode o quarto ser novarrente l0-3 e isto vai se repetindo. Se es--
tudarrros a soma parcial da série, o resultado parere rrais ooerente, as o~ 
cilaçÕes são bem pequenas , e um detenninado algarisrro nuna rerta casa ~ 
cirral, uma vez estabilizado, permanere, oom o que podererros atê ali ga -
rantir o resultado. 
Foram feitos um sem núrrero de experiências, inclusive oom a solução 
da resposta de uma viga sujeita à ação de uma carga concentrada passante, 
apresentada na ref. l , na qual concluírros poder garantir cinoo casas de-
cimais do resultado se levamos em oonsideração 14 terrros da série (êste 
núrrero oscila de l ou 2 unidades oonfonre a abcissa x). 
Ora, as expressões de oondição inicial não têm um denominador forte 
66. 
que force a ronvergência. Logo esta tem que se dar nas próprias integrais 
e isto nem serrpre ororre nos 10 prirreiros temos (para o que tínhanos re-
duzido nossa aproxirração a 3 algarisnos decimais). A partir de um detenoi 
nado trecho da viga em que esta parte da solução caneça a pesar face à ex 
citação, não podenos mais ronfiar nos resultados. 
Resol venos então .~studar um problerra que fÔsse sàrente de rondição i-




~--r ,. 1 .::,: 4 r 
\. Y<\ ' 
. . . 
Urna haste vertical ôca, cheia até 1/3 da altura de algurra substância 
ideal que não aCUÍÍlllle energia elástica na vibração transversal. 
Can isso desaparece o temo de excitação e a equação do rrovi.rrento p~ 
sa a ser 
2 
lm,+ m µ_ ~t,-~11 ~ + 
Ú 't, L 
harogênea, a:,m o que precisarros de uma rondição inicial não nula. TomanDs 
um deslocarrento inicial de fonnato senoidal. A equação 5 .10 rontinua vâl!_ 
da, rras reduzida ao temo Y[, l~.o) que pode ser detenninaclo analitica 
rrente. 
O estudo nurrériro do resultado nos levou a considerar 35 temos do 
desenvol virrento em série e ainda nessa altura não tinha a ronvergência 
qualquer significado pois erroora houvesse temos da ordem de 10-10, se in 
tercalavam outros de 10-3 não atingindo a equação 5.10 no instante zero -
67. 
as condiçÕes iniciais estipuladas. 
Tivaros por bem neste ponto do trabalho abandoná-lo sem l!ESl!O verifi-
car a influência do arrortecil!Ento devido ao acréscil!O de massa para reto--
mar teõricarrente I.Il11 caso mais sinples qre deu origem ao capítulo r.v, e S:!,: 
gerir para apresentação futura I.Il11 estudo mais profundo desta parte numéri 
ca. 
Querenos, para finalizar êste apêndioe, chamar a atenção sÔbre duas 
outras aproxirreções que podem ser irraginadas • 







oonsiderarros que o trecho ~ 1 já esteja oom a rrassa acrescida, enquanto 
que a carga agora torrada só OOl!O excitação externa se desloca com veloci-
dade v; quando ela atingir o fim do pril!Eiro trecho o acréscil!O de massa 
passaria instantânearrente a ocupar o pril!Eiro e segundo. 
A equação do llDVillEnto é 
+ "1::.1. 
onde tarrbém é aplicável a solução de 5 .10. 'Ibdavia, relembrando nossas CO!!_ 
clusões de acréscil!D de massa em sistema de um grau de liberdade sujeito à 
ação da gravidade, não variar oonjuntarrente o acréscil!O de rrassa u(Q1-x) 
e a carga u(vt - x) significaria não tanar OOilO origem de medida dos de~ 
local!Entos y a linha elástica da viga descarregada . Será qre é possível e~ 
tabeleoer um critério que nos dê o êrro cometido ? 
68. 
Também o oontrário seria imaginável ou seja, a carga que se desloca 
com velocidade v e ao dlegar ao final de um tredlo acrescentar de sÚbito 
a variação de massa. O ê= é da mesma natureza do acima rrencionado. 
68a. 
// JOB T 
// FOR 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 
* IOCS(CARDtll32PRINTER> 
C COPPE HANS INGO WEBER 
C RESPOSTA DE UMA VIGA BIAPOIADA A PULSOS DE CARGA UNIFORMES 
C DISCRETOS ITERADOS DE TRECHO A TRECHO COM BASE NOS DEZ PRIMEIROS 
C MODOS DE VIBRACAO 
') IMENS I ON E 11 ( l O) , E 12 ( 10) , DE F ( 2 4) , VE LI 2 3) , F I N ( 10, 2 3) , RESUL ( 8) 
COMMON B (lO) ti 








C * SITUACAO NUMER!CA INICIAL 
C CONDICOES INICIAIS ZERADAS 
DO 599 L=l,10 
Eil(U=O, 
599 EI2(L)=O, 
C DETERMINACAO DAS FREQUENCIAS NATURAIS NO PRIMEIRO TRECHO 
I=l 
CALL AUTOL 
C CHAVES DO PROGRAMA 
C MIT- INDICA QUANDO A CARGA ENCHE A VIGA MUDANDO O CALCULO 
MIT=l 
C MED- SE l INDICA CALCULO DEFLEXAO SE 2 VELOCIDADE 
594 MED=l 
C MOO- SE l RESULTADOS PARA IMPRESSAO SE 2 NAO 
MDO=l 
C MDV- SE l RESULTADO ARMAZENA EM DEFLEXAO SE 2 EM VELOCIDADE 
MDV=l 
C DESVIO PARA IMPRESSAO DAS CONDICOES INICIAIS 
CALL DATSWIO,JJ) 
GOT0(603t595),JJ 
603 WRITE(3,604) I,<Ell(J)tEl2(J) ,J=l,10> 
604 FORMAT (I5,2El8,l0/ 9(5Xt2El8ol0/l) 
C *** CALCULO DA DEFLEXAO E VELOCIDADE (ATE 5011 
C MSMP- SE 1 NORMAL SE 2 ESTAO SENDO CALCULADOS OS MODOS DO PROXIMO 
C CASO PARA INTEGRACAO NAS CONDICOES INICIAIS 
595 MSMP=l 
GOT0(57l,572),MDO 















C SOMATORIO DOS DEZ PRIMEIROS TERMOS 
DO 501 J=ltlO , 
OMEGT=B(Jl**2*ETA*RT 
ARGXl=B(Jl*RXl 
C DESVIO PARA QUANDO A CARGA ENCHE A VIGA 
IF(I~IPARTl612,630,630 
630 GOT0(613,63ll,MSMP 




































C DESVIO DA VAR!ACAO DE MASSA 
IDESV=CPARTX/PARTV)*I 
IF(IX-lOESVl545,545,546 























C ARMAZENAGEM E IMPRESSAO DOS RESULTADOS DE DEFELEXAO 
581 DEFCIXl=YXT 
310 RESUL(MWR)=YXT 
GOTO( 5,6,7), !l 
5 WRITEC3,705) 
705 FOR MA T ( / / l 2 X , 1 1 1 , l 3 X, 1 2 1 , l 3X, 1 3 1 tl 3 X , 1 4 1 tl 3 X, 1 5 1 t l 3X, 1 6 1 o 13 X, 1 7' , l 
l3X,'8 1 ) 
GOTO 9 
6 WRITE<3,706) 
706 FORMAT (12X, 1 9 1 ,l2X, 1 l0 1 tl2X, 1 11'•12X, 1 12 1 ,l2X,'l3 1 ,l2X, 1 l4 1 ,l2X, 
1'15' tl2X, 1 l6') 
GOTO 9 
7 WRITEC3,707) 
707 FORMAT (11X, 1 17',12X, 1 18 1 ,12Xt 1 19',12X,'20 1 ,l2Xt 1 21',12X,'22 1 tl2:X 
1,•23 1 ,12x,•24• > 




19 WRITE( 3,709) I, CRESUL(MWR) ,MWR=l,81 
709 FOPMAT(l4t8El4o4l 
640 GOT0<3l2,3l2,3451,!l 





C MRE- SE 1 NORMAL SE 2 DESVIA PARA O CALCULO DA INTEGRACAO POR SIMPSON 
MRE=l 
GOTO 595 





20 FORMAT(/30X, 1 VELOC!DADE DO PONT0 1 ,I3, 1 =1 ,El2.4> 
C MUDANCA DE TRECHO NA VIGA 
I=l&l 
IF(I-IPART&l)598,598o610 





























DO 503 J=l,10 
I X=O 
FINA=O, 


















DO 600 L=l,23 




CALCULO DAS DEFLEXOES PARA VIGA TOTALMENTE TOMADA PELA CARGA 
(INICIO DE LOOPI 












a - relação entre massas (m/m
0 
ou (1 + m/m
0
) ) 
c - constante de anortecinento 
C
1 
- C/m o 
E - rróaulo de elasticidade 
I - inércia da secção 
k - coeficiente de !lDla 
./: - densidade Lagrangiana 
m
0 
- !!E.Ssa do corpo base ( pura ou por unidade de OOl!prinento) 
m - massa acrescida 
m - massa acrescida por unidade de oorrprinento 
Q - quantidade de novirrento 
q - coordenada generalizada do tenpo 
T - energia cinética 
u - função step 
u - coordenada que rrede defonnação longitudinal 
V - energia potencial 
v - velocidade 
w - !lDdo de vibração 
x - coordenada de espaço na horizontal 
y, z - coordenadas de espaço na vertical 
B - relacionado rom w ( s2 =w2 mo _,, barra s4 = w2 mo -1> viga) 
ó - função de Dirac FA EI 
ºrs - delta de Kronecker 
n - 2wnfa 
'"n -frequência natural de vibração do corpo base 
n - coordenada de espaço ou tenpo 
